
Îò÷¼ò çà 2020 ãîä ïî êîíêóðñó
¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿
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Ïîëó÷åííûå â 2020 ãîäó ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ãîäó óäàëîñü ðàçâèòü ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÷èñåë è ïðèìåíèòü
èõ â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñ âåñàìè, à òàêæå ê çàäà÷àì î äèîôàíòîâûõ
ýêñïîíåíòàõ ðåø¼òîê.

Äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ ñ âåñàìè. Äàäèì ñíà÷àëà íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Ïóñòü

Θ =

θ11 · · · θ1m
...

. . .
...

θn1 · · · θnm

 ∈ Rn×m, n+m = d.

Ïóñòü òàêæå çàäàíû íàáîðû âåñîâ σσσ = (σ1, . . . , σm) ∈ Rm, ρρρ = (ρ1, . . . , ρn) ∈ Rn òàêèå
÷òî

σ1 > . . . > σm > 0, ρ1 > . . . > ρn > 0,
m∑
j=1

σj =
n∑
i=1

ρi = 1.

Ïîëîæèì
|x|σσσ = max

16j6m
|xj|1/σj äëÿ êàæäîãî x = (x1, . . . , xm),

|y|ρρρ = max
16i6n

|yi|1/ρi äëÿ êàæäîãî y = (y1, . . . , yn).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ{
|x|σσσ 6 t

|Θx− y|ρρρ 6 t−γ
(1)

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì k-þ âçâåøåííóþ

äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó ω
(k)
σσσ,ρρρ(Θ) ïåðâîãî òèïà êàê ñóïðåìóì âåùåñòâåííûõ γ, òàêèõ

÷òî ñèñòåìà (1) èìååò k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî (x,y) ∈ Zm+n

äëÿ íåêîòîðûõ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ t.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì k-þ ðàâíîìåðíóþ

âçâåøåííóþ äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó ω̂
(k)
σσσ,ρρρ(Θ) ïåðâîãî òèïà êàê ñóïðåìóì âåùåñòâåí-

íûõ γ, òàêèõ ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî
(x,y) ∈ Zm+n äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t.

Äàëåå, îïðåäåëèì äëÿ êàæäûõ s, γ ∈ R ïàðàëëåëåïèïåä

P(s, γ) =

{
z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd

∣∣∣∣ |zj| 6 esσj , j = 1, . . . ,m
|zd+1−i| 6 e−sρiγ, i = 1, . . . , n

}
è ðàññìîòðèì ðåø¼òêó

Λ = Λ(Θ) =

(
Im
−Θ In

)
Zd, d = m+ n.
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Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì k-þ âçâåøåííóþ

äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó Ω
(k)
σσσ,ρρρ(Θ) âòîðîãî òèïà êàê ñóïðåìóì âåùåñòâåííûõ γ, òà-

êèõ ÷òî k-é ïñåâäîïðèñîåäèí¼ííûé ïàðàëëåëåïèïåä P [k](s, γ) ñîäåðæèò íåíóëåâîé
ýëåìåíò

∧k(Λ) äëÿ íåêîòîðûõ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ s.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì k-þ ðàâíîìåð-

íóþ âçâåøåííóþ äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó Ω̂
(k)
σσσ,ρρρ(Θ) âòîðîãî òèïà êàê ñóïðåìóì âåùå-

ñòâåííûõ γ, òàêèõ ÷òî k-é ïñåâäîïðèñîåäèí¼ííûé ïàðàëëåëåïèïåä P [k](s, γ) ñîäåðæèò
íåíóëåâîé ýëåìåíò

∧k(Λ) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ s.

Â 2020-ì ãîäó î äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âçâåøåííûõ ýêñïîíåíò ïåðâîãî è âòîðîãî
òèïà óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî k ∈ {1, . . . , d} ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ω(k)
σσσ,ρρρ(Θ) · ω̂(d+1−k)

ρρρ,σσσ (Θᵀ) = 1, ω̂(k)
σσσ,ρρρ(Θ) · ω(d+1−k)

ρρρ,σσσ (Θᵀ) = 1.

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî åñëè êàêîé-òî èç ìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ, òî äðóãîé

ðàâåí +∞, è íàîáîðîò.

Òåîðåìà 2. Ïîëîæèì Ωk = Ω
(k)
σσσ,ρρρ(Θ) è Ωᵀ

k = Ω
(k)
ρρρ,σσσ(Θᵀ) äëÿ k = 1, . . . , d. Òîãäà

Ω1 > . . . > Ωk > . . . > Ωd−1 >

(
σ−1
m − 1

)
+ ρ−1

n Ωᵀ
1

σ−1
m +

(
ρ−1
n − 1

)
Ωᵀ

1

.

Òåîðåìà 1 óñèëèâàåò è îáîáùàåò òåîðåìó ïåðåíîñà äëÿ íåîäíîðîäíûõ âçâåøåííûõ
ýêñïîíåíò, ïîëó÷åííóþ íåäàâíî ×îó, Ãîøåì, Ãóàíîì, Ìàðíà è Ñèììîíñîì. Òåîðåìà 2
óñèëèâàåò àíàëîã òåîðåìû ïåðåíîñà Õèí÷èíà äëÿ âçâåøåííûõ ýêñïîíåíò, ïîëó÷åííóþ
â ïðîøëîì ãîäó àâòîðîì â ðàìêàõ ðàáîò ïî äàííîìó ïðîåêòó.

Äèîôàíòîâû ýêñïîíåíòû ðåø¼òîê. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, äàäèì
ñíà÷àëà íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü Λ � ïðîèçâîëüíàÿ ðåø¼òêà â Rd ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Äëÿ êàæäîãî v =
(v1, . . . , vd) ∈ Rd ïîëîæèì

Π(v) =
∏

16i6d

|vi|1/d

è
P(v) =

{
z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd

∣∣∣ |zi| 6 |vi|, i = 1, . . . , d
}
.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì äëÿ ðåø¼òêè Λ k-þ
äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó ïåðâîãî òèïà ωk(Λ) êàê ñóïðåìóì âåùåñòâåííûõ γ, òàêèõ
÷òî P(v) ñîäåðæèò k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òî÷åê ðåø¼òêè Λ ïðè íåêîòîðîì v ∈ Rd,
óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ Π(v) = |v|−γ, ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì |v|.

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì äëÿ ðåø¼òêè Λ
k-þ ðàâíîìåðíóþ äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó ïåðâîãî òèïà ω̂k(Λ) êàê ñóïðåìóì âåùå-
ñòâåííûõ γ, òàêèõ ÷òî P(v) ñîäåðæèò k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òî÷åê ðåø¼òêè Λ ïðè
êàæäîì v ∈ Rd, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ Π(v) = |v|−γ, ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì |v|.

Äàëåå, ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî v = (v1, . . . , vd) ∈ Rd

P [k](v) =
{
Z = (Zi1,...,ik) ∈

∧k(Rd)
∣∣∣ |Zi1,...,ik | 6 k∏

j=1

|vij |
}
.
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Îáîáùèì òàêæå ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèì îáðàçîì sup-íîðìó è ôóíêöèîíàë Π(·). Ïî-
ëîæèì äëÿ êàæäîãî v = (v1, . . . , vd) ∈ Rd

|v|[k] = max
16i1<...<ik6d

∏
16j6k

|vij |1/k.

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, |v|[1] = |v| è |v|[d] = Π(v).

Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì äëÿ ðåø¼òêè Λ k-þ
äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó âòîðîãî òèïà Ωk(Λ) êàê ñóïðåìóì âåùåñòâåííûõ γ, òàêèõ
÷òî P [k](v) ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò

∧k(Λ) ïðè íåêîòîðîì v ∈ Rd
>0, óäîâëåòâîðÿ-

þùåì óñëîâèþ Π(v) =
(
|v|[k]

)−γ
, ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì |v|.

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 d, îïðåäåëèì äëÿ ðåø¼òêè Λ k-þ
ðàâíîìåðíóþ äèîôàíòîâó ýêñïîíåíòó âòîðîãî òèïà Ω̂k(Λ) êàê ñóïðåìóì âåùåñòâåí-
íûõ γ, òàêèõ ÷òî P [k](v) ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò

∧k(Λ) ïðè êàæäîì v ∈ Rd
>0,

óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ Π(v) =
(
|v|[k]

)−γ
, ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì |v|.

Â 2020-ì ãîäó î äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ýêñïîíåíò ðåø¼òîê ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà
óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 3. Ýêñïîíåíòû ωk(Λ), ω̂d+1−k(Λ
∗) èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè èëè îäíîâðå-

ìåííî ðàâíû íóëþ.

Åñëè îíè îòëè÷íû îò íóëÿ, îáîçíà÷èì ÷åðåç A òó èç íèõ, êîòîðàÿ ïîëîæè-

òåëüíà, è ÷åðåç B � òó, êîòîðàÿ îòðèöàòåëüíà. Òîãäà

A−1 + 1

(d− 1)
6 −(B−1 + 1) 6 (d− 1)(A−1 + 1).

Òåîðåìà 4. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýêñïîíåíò Ω1(Λ), . . . ,Ωd−1(Λ),Ω1(Λ
∗), . . . ,Ωd−1(Λ

∗)
ðàâíà íóëþ, òî ðàâíû íóëþ è âñå îñòàëüíûå. Åñëè æå îíè îòëè÷íû îò íóëÿ, òî

1 + Ω1(Λ)−1

d− 1
6 . . . 6

k

d− k
(
1 + Ωk(Λ)−1

)
6 . . . 6 (d− 1)

(
1 + Ωd−1(Λ)−1

)
è Ωd−1(Λ) = Ω1(Λ

∗).

Òåîðåìà 4 óñèëèâàåò àíàëîã òåîðåìû ïåðåíîñà Õèí÷èíà äëÿ ýêñïîíåíò ðåø¼òîê.

Îïóáëèêîâàííûå è ïîäãîòîâëåííûå â 2020 ãîäó ðàáîòû
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Äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ â 2020 ãîäó

◦ �Combinatorics and geometry days II� (Ðîññèÿ, 13�16 àïðåëÿ 2020, îíëàéí), ïðèãëà-
ø¼ííûé äîêëàä

◦ �Number Theory Down Under 8� (University of Melbourne, Àâñòðàëèÿ, 6�8 îêòÿáðÿ
2020, îíëàéí), ïðèãëàø¼ííûé äîêëàä

◦ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ � 2020� (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 23 îêòÿáðÿ 2020, îíëàéí), óñòíûé
äîêëàä

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

◦ Êóðñ �Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë�, ìåõìàò ÌÃÓ, 1 êóðñ, ëåêöèè è ñåìèíàðû

◦ Ñïåöêóðñ �Ãåîìåòðèÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé�, ìåõìàò ÌÃÓ, 1�6 êóðñ

◦ Íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî äâóìÿ àñïèðàíòàìè (Èáðàãèì Òëþñòàíãåëîâ è Ýëüìèð Áè-
ãóøåâ) è òðåìÿ ñòóäåíòàìè (Àëåêñàíäð Áàíàðü, Àðòåìèé Ñîêîëîâ, Àëåêñàíäð Ìà-
ëàõîâ)

◦ Êóðñ àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë, Äåêàáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðî-
ãðàììà, ÎÖ ¾Ñèðèóñ¿

Èòîã òð¼õ ëåò

Òðè ãîäà íàçàä ìû ïëàíèðîâàëè ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ ïî òð¼ì ãðóïïàì çàäà÷.
Ïåðâàÿ ãðóïïà çàäà÷ êàñàåòñÿ òåîðèè äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò ðåø¼òîê, âòîðàÿ �
ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé, òðåòüÿ � âîïðîñîâ î äèîôàíòîâûõ ñâîéñòâàõ äâóìåð-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ R4. Ïî ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðóêòó-
ðå ñïåêòðà äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò ðåø¼òîê, áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
ýêñïîíåíò ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà è äîêàçàíû íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ýòè ýêñïî-
íåíòû, êîòîðûå ïîçâîëèëè óñèëèòü ñóùåñòâóþùóþ òåîðåìó ïåðåíîñà äëÿ äèîôàíòî-
âûõ ýêñïîíåíò ðåø¼òîê. Ïî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ ñîâìåñòíî ñ Èáðàãèìîì Òëþñòàí-
ãåëîâûì áûëà íàïèñàíà ñòàòüÿ î ïàëèíäðîìè÷åñêèõ ñèììåòðèÿõ äâóìåðíûõ öåïíûõ
äðîáåé, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ñèììåòðèé,
îòëè÷íûõ îò ñèììåòðèé Äèðèõëå, � àíàëîã êëàññè÷åñêîãî êðèòåðèÿ äëÿ îáûêíî-
âåííûõ öåïíûõ äðîáåé êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé. Àêòèâíî ïîçàíèìàòüñÿ â
òðåòüåì íàïðàâëåíèè ïîêà íå ïîëó÷èëîñü, ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âîçíèêëè
èäåè, ïîçâîëèâøèå äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû ïåðåíîñà Õèí÷èíà äëÿ äèîôàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé ñ âåñàìè, à âî-âòîðûõ, ïðè ðàáîòå ñ äèîôàíòîâûìè ïðèáëèæåíèÿìè
ñ âåñàìè ñòàëî ïîíÿòíî, â êàêîì íàïðàâëåíèè íóæíî ðàçâèâàòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãåîìåòðèþ ÷èñåë, ÷òîáû óñèëèòü è ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëè-
æåíèé ñ âåñàìè, è ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò ðåø¼òîê. Â ýòîì
íàïðàâëåíèè ìû â ïîñëåäíåå âðåìÿ è äóìàëè, ÷òî îòðàæåíî â ïðèâåä¼ííîì âûøå
îïèñàíèè ïîëó÷åííûõ â 2020-ì ãîäó ðåçóëüòàòîâ.
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